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·1 .. Grundlagen 

. . 
Wir gehen , von einem Drehschwinger a}Xs . wie ihn Abb . -1 Zßigt . 

und · den wir i~ · folgend-en 11 Elementarsystem 11 nennen •. Das .. Ele­

mentarsystem besteht aus n+1 Scheib€n{ tni t den Massenträgheits­

momenten GA ( "A = 0, 1; 2,~ • ,_n ),·, die elas~isc~ . verbunden sil_ld 

durch n Weilens~ücke mit den Tor~:lionssteifigkeiten cA .(A = 1; 
2, •• , • -,n) ~ . Die Bewegungen der Drehmassen GA b e_schreibt , der Wi.n­

kel ~ (I\ = 0, .1., -2, ••• ,n). In den Wellen stücken. sind _die Dreh­

m~:-ment e DA ( A = 0, · 1 , 2, "'" ~ ,n+1 ) wirksam; n0 bzvv. Dn+1 .denken · 
wir uns an der ersten bzw. letzten Drehmasse angreifend. Rand:.. 

bedirigungen berücksichtigen wir erst in Abschnitt 3. 
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Bekanntlichlassen s'ich die Eigenschwingungen eines solchen . 
Schwingers aus deri · dynamischen ' Gleichun'gen . ·· 

/ . 
. '. 

(1 ,) 
· , 

und den elastischen Gleichungen 
•·' / 

:o;. = , c A ( ~~:. 1. ·- -~\ )· . (2) 

' ermitteln,- indem tnan für di'e Winkel und Momente die harmoni-

schen Ans'ätze 

~"A = UA co.s wt bzw. D X. = XA yOS w·!r .. (3) 

.. .. , 
macht: Wird zur AbkürzUng 

.,.,, 
I 

' ' 
~ .. ~ .. - 2 . ' f . 

_ · .... Z = W {4) 

" '\• ' I . , 

gesetzt und aus Gründen der angenehmeren Schr~ibw~ise die Tor:.. 
' -. • . J _, . ' . 

sionssteifigkei t cA dur;ch die- ~g_ts_ionsnachgiebigkei t 
. ':; >-:.: ·i '· . .. ' .. . \ 
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! 
! ., 
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1 
hA.= ÖA. 

' 

{5} 

ersetzt,. so folgen mit (3), ·(4) und. (5) au~ (1) und (2) ·diebe- · 
. . . -

b:tnnten Rekursionsformeln von Holzer-Tolle: 

·• 

'. XA.+i .=.XA + _ uAQA~'} .. 
. uA. = u/\-1 - xAhA~ . -

Ausgeschrieben für A. = o, i, 2, , •• ; n :lauten 

'· . 

; . 

x1 -. = xo 
u1 = uo 

~2 = x1 
u2 =U1 . 

• .. 
• 

u = u: n. , _n-1 
xn+1 ....:.. xn 

+ _ tllOQO~' 
~ x1h 1 i 
+ u1Q1z' 

x2hi, 

- i h ., · n n 

\an~~· 

~ 

. (6 )_ -' 

' . ~ 

sie: 

. \ 

(7)' 

Wenn die ·werte x0 , u
0 

und z bekannt sind, können so;Jfort sämt- ; 
liehe Momente ,und Winkel nacheinander berechnet -werden. Im 

· nä?hsten Abschoi tt , werden wir Aussagen über diese· drei Größen 

ma~hen. Hier wollen wir die Rekursionsbeziehungen (7) zur Auf- . 
stellung zweier Rechenschemata benutzen, die auf sehr einfache 

Weise d'ie Berechnun_g aller ·x ·A. und uÄ in Abhängigkai t der drei 

Größen . x~v u 0 und z gestatten • . J)a es : beim numerischen Rechnen 
zweckmäßig ist, dimensionslose Werte · zu benutzen, schreiben 

wir die Massenträt$heitsmomerite ~/\ als Q~-fache eines beli~big 
wählbaren Bezugsmassenträghei tsmome:htes o*. und die Torsions-

. ' . . , · \ 

nachgiebigkei~en_ , h/\ als h~-fach~ einer beliebig wählbaren Tor-
sionsnachgiebigkai t h*. Es ist - also· · 

' 

0 0. i ,..."ff h h ''h* b A. = A.~ ' A. = l zw. 0 A = 

Auß·erclem führen wir . ein: 

r * * "' = 9, h z 

so daß wegen ,. ( 4) gilt 

w· = i{Z -
", 

und 

,~ ~ 
c/\c mit c~ 

' 

1 · r 
p = }1l ~ 

I 

, 

1 ' 
= :Ji · 

h 
(8) 

... 

(9) 
. \ 

:' (1 0) .. 
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Bei der Durchrechnung der Gleichungen (7) ents_tehen nun unter 

Be~u~zung dieser Abkürzungen für ~ie_ x~· u?d u{· f~lg'ende A~~:._ . 
. ' . . ·. ·· . .. . . 

drücke: ; · · . I 

; 

· x"_ ~ x~ (z)) = xt..·((;) = x0a:t..J~)) + u0At.. Ct),. 
uX = u"_ (z) = ut...(~)\ ~ x0ß"_ (t) + u0B~ (t;). 

., 

(tj ~1) 
(1,1 ~2) 

Die ax/ A"_, ·. ß\ und B~-. sind Polynome in t' bzw . z; ··die a:t" und ßt..· 
tret~n . stets in Verbindungmit dem Faktor ' x 0 auf, dieA_x und· · :a~r · 

s~et.s in · Verbin~.ung mit· derri ·Faktor u0 .. Die Koeffizienten der,,.:: .. ·: 

Polynome_. s.etzen 'sich au~ den bekannt'en QA. . und c"_ . ZJlSapu~en. We,nn 
man sie ·explizit berechnet, .. entstehen sehr komplizierte Aus- ._ 

drücke •. Da uns nur die Zahlenv,rerte der Koeffizienten bei gege:-, . 

benen _Gt.. und ~t.. interessieren; __ brauchen wir die K_oeffizienten . 
nicht in exp~izi ter Form. Wir stell'E?n Rekursionsbeziehungen · 

·. · zwis.chen den Koeffizienten auf und .können diese zu Cj.en erwähn~ 
, ten beiden · Rechenschemata zusammenfassen, mit denen ·,die Koeff:f._;, 

zie.nten ~ann · rasch zu ·b.erechnen sind. ·- Der Aufbau der Polynome 
geht a1:1-s , ( 12·. 1 ) bis ~12. 4) hervor. 

(12.1) . 
I 0 . • . 2 

· . ' ·('r) · ' ~ + a:n1 +1.?; 
· a:n + 1 s = · 1 · - . a:~ + 1 ; 1 ~ ' 

1\_-1 ·)· n+1 0: ,' c,.n 
- .•• + ~ n+1,n~ · 

. ' 

• l ' 

(12.2) . I 

I . 

• • 

... ' 

.. ... -.. Al(t) = pA11' 
A2 ((;) = p (A21 - A2~t;), . . . . . 
A3 (~) - p (A3f -~ ~~2~~+: ·A33~ 2r, ., ; , ·, . ·. 

: . ' . 
' · 

·A. . . =(~-) =.· p (AI : . · .... -.. , ; A. '' . '}-_ ~ -•. • . • ~cL. 1 )n+1 A; . . ... '. n . ' . 
, .n+t s . . . n+1, 1 . . . --rH1 ~ 2~· · .. · n+1-,n+1 · ) ••. . .. 

.1 : 

. . . . . . . ' . 
I • · : · . ',:_ ~':-

; ': • 

. ~ . 

. : ~-· ,. . :· ; ~ . ·. ,_. ; : _ 

' ' 
. ~ : . 

·-·--. -.. . 

. •.:· 

._-. ; .. ~ 

: . ~ 
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B1 ( t) = 1 -:, B2 1t,. 
B2(t) = 1 ~ ~~1t ~ B~2t2, 

, Bi, (t) · = 1 - B4/.: + B4:2l;:2. - .. B4.3t:;, 
• 
0 

B:' c·,..) 1 ' . B' . t +. BI . . cr2 ' ' + ( 1. )nB' . .....n. ' 
n ~ = - n+1 1"" n+1 21.- ...;. .. ~. - n+1 n"- • r. . 9 . , ... , 

(12.4) 

Die Koeffizientenwurden zur besseren Unterscheidung von der 
I ' . - . . . . ~ ' . 

. Kurzkennzeichnung der. Polynome mit .einem Strich versehen. Ihr 

erster Index soll auf die Anzahl.der.Drehmass·en hinweise.n,ihr 

zweiter auf .die zugehö~ige .Potenz. von t;·. 

Aus (7)' mit (8) bis. (12.4) können jetzt; ähnlich wie in der 
·ersten Arbeit. des Verfassers (s.: Zusammenfassung~ die Rekur­

sionsbeziehungen hergeleitet werden. Sie sind durch eine be-. 
·· sondere Umrahmung gekennzeichnet: · 

x1. = xOa1 Ct) + ucf1 (t;) = x~ + uopA11, . 

. = xo + uo.Qo~ = xo+uoGbQ z = xo + 1ioPG6, 

'also I Af1"'- . . . OQ (14. 0) 

u 1 = x 0ß1 <t). -h u0B1 (i;) = x0 ( -:-h*ß~ 0 ) + u0 ( 1 - »2 1 t;), 
= u0 ~- ~1 h1 ::= u0 - h 1 (x0 + u0pA~ 1 ) t. 
= _x0 ( -}1 h1 ) + u0 (1· - h1 A1 1 t), 

also I ß~ o= ·. hj I und lr-B-2_
1
_= __ · ___ h_1_A_1_

1 
.....,, ; ( 13. 1 ) b~. ( 1 ~ ~ 1·) 

x2 = x 0cc~ (t;) + uQA2 (t') = x0 (1 ~o:2 1t) + u0p (A2 1 .... A22b) t 
.= x 1 + u1o1z: = x0 t u 0pA1 1 t o1z(x0 (-h*ß2 0 )+u0 (1- B2 1·~) ), 

.=x6 (1- Q1zh*ß20 ).+ u 0 (91z +.PAl1 -·G1zB2 1t), 
= xo(:J - Q1ß2o~Y + uop((A~1 +. G1)- G1B21t')t. 

-~ also -~ 
! 

; . 
G·, ß' 0 I und I A21=.·A11 + .gi. 

1 2 · · nt B' 
A2 2= .~1. 21 

Die Fortführung dieser Rechnungen liefert: . · 
f 

ß3o= 132o + h2 
ß l - hfNI 
31- 2""21 

und 

a:31 = a:21 + G2ß3o 
"'' - ntßl ""32- ~2 31 

_und 

. I . . ,.. . ., . I . 

B31= B21~+ h2A21 
LB~2= h2A22 

A31 = A,b t G2 
A32= A22 + Q2B~1 

A32_:::~----- G2B32 . 

• 
' 

• 
' 

( 1 3 • 2 ) bzw. ( 14 • 2 ) . ' 

(1.3.3)bzw., (1·4.3 ; 
.. ' 

( 1 3 • 4) 'hzw. ( 14 • 4) 
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.: ... :.,~.!-.· . . . . ~-~·.-: ... . .. 
. 'r,::'"'T""-=.~-i---· -·trl1 · ::·· '. :' · · · · ., · : ·: 

-jE,~1....::B31 f h3:A:5J:.l . · . ·,~:<:··. : 
und IB 1 ·'··B1 :.1--. 'Hr·_Ai I·, e·.· ·(·l"3 5):(bzw··.····(1·4 5) 

~ .. ·· 4-2'- 32 . •'''3 .. ;;21 '.·; .. > '. •'·' ' .. •·· '' • 
,I B.,! ~· .. · ·· · h 1:A~ · · · '. · ·' : ... ;'/:::.· •. 
·. : r 3 · . , · · · 3 ...- 3 1 • ·, ' I 

0 ~~~,.;------:-·-------~ ~· . •,,; ' 
r·rr-.:·A"-;---+ ......... 't:-·r--~

1 
. 

. -"-41 - 31 ' 'd,~' . ' ' . . 
I'A42=A32 + GjB41. ~ (1·3·~6)':~-~;.·~_·:d.14.G) 
I A,\}=A:h + 03B,\21 ... ···~.· .• .' . ;, ( . 
~1f~:..-~_:__ ... ~3B4lJ .:..-· ;f · · _ .... ;·.;c~~ 

1 l " ., I 

: ~ 

... " . .. ·.,:' 

. Die aus den RekUl"Sionsbeziehungen (13 .. 1 )·his (-lt+.6) eksichtiiL 
' .' .. _,.,, . ·-···: 

chen Gesetzmäßi.gkei t~n gestatten'"schließlich 9-~-e 'Aufs1teilwag/. 
des lio:,ß-Rechenschemas_u (Tab~ 1) ·und des 11A,B-ReohensciÄemas,11 j 
(Tabo2) ... Dazu ~oll noch ·oemerkt werderi, .daß dio Ad.dit}i6·~·:a.·~~f .· 

bei~en. · tP. einem K~~t chen st eh?nden Gr~ßen. die unter a_'em :Kät?t"~ 
chen.stehende Größe ergibt (vg1.(13e1) bis (14.6)) •. , 

. · Tabelle 1 ~ 
. Das a. 1 ß-:-Rechenschema. 

. " .. 

-,·· 

t ; •• 

_._,.. ___ -1-____ _._ -- • 

. · . . ' 

Bei der -numer:5.schen Rechnung genügt. es, .leere Fo'rmblätte~ etwA. 

in der Art dfrr Tabellen 3 und 4 .zu benutzen.' Beim· Ausfüllen der' 
• • . ~ . . ' ·. ·. .. • ' • !I • - • 

\ ' ." 

·Formblätter wird ·es· nur zu Anfang nötig sei:tf, das jeweili,ge . 

. Rechenschema da_neben zu legen, um sicherer rech!fen zu.' kÖm:ien·. · .. 

Uebersichtli·chkeit und .m~chanischef Ablauf der Rec~eJ;loperat.i(l-_ 
., I 

nen prägen. sieh schnelL ein., 
_.;·.-:.: 

.... 
' · ": 

'··. 

·~ ' I ' . . ' 
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Tabelle 3: . · .. · : 
Formblatt für' die 'Anwen- · 

· dung des a; ß•Rechenschemas 

,-.. " 

... ~-, :· ., :,· 

. • 
l . I . j I I,. . t I.: . 

• • . 

Tabelle 4: 

h
l ~--:-·---
2=·. ~ 

Formblatt für die Anwendung 
des A,B-Rech~nsch~mas~ · 

"''-~3-! ~ ~ : 

i 
1 

• , I 
: . 

... 

~---~--~...1--__....j __ ____L ____ _L__;_ _ _t__.;...___j ... 

2. ~nverzwe_igte Drehschwingersystome, 

a) Aufstellung der Freguenzgleichung· 

',' 

Hier benötigen wir die am Ende eines Elementarsystems gültigen . 

Beziehungen (vgl. (11.1) und (11.2)): 

xn+1 = x0-'11+1 .·. + uoAn+1 1 

un = xOßn + uOBn. 
' 

(15.1) 
(15. 2) 

Die Polynome ~+1 , An+ 1 , ßn. und Bn können wir uns .. bei zahlen-
mäßig gegebenen g~ und h~ sehr schnell mit Hilfe der Rechen­

sch~mata besohaffen • 

. Betrachten wir z.B~ einen beidse:i.. ti~ freien. Drehschwinger na~h 
Abb. 2. Er ist· ein Elementarsystem mit den Randbedingungen D0~ .0. 

und nn;
1
= o·bzw. ·xe= 0 und xn+.1= o. Aus (15.1) fol_gt daher die 

Beziehung · u
0

An+1= o. Diese Gleichung ist nur für bestimmte' Werte 
von~ erfüllt·,' wenn ·manu0~ 0 voraussetzt. Diese We~te ~i . 

( i= 0, 1, ••.• ·; · n) sind die Eigenwerte des Schwingers, aüs denen 

man m~~ (1.0}. :'setne Eigenfrequehze.n ~.estimmen kann• Ah~1 =.· .. o· i~.t- · 
die Frequenzgleichung des beidseitig freien Drehschwingers • ..:. 

Die·Frequenzglei'chungen von Elementarsystemen mit anderen Rand­

beding~n:gen kann man den Abbildungen 3 bis 5 entnehnien; sie ent-
• . I ' 

stehen. ga~z analog aus den Gieichungen ( 15.1) und ( 15. 2). - Man 



. -

. . \' 
., , 
;~. :. 

· .. 

beacht~, . daß für ein Eleme~tarsyst(3m .m·i t _be~timmten: Rari.dpedin~ . 
gul}gen'· nur · ein Rechensch~.m~ aufges :·t;·~i'i t : ~~~d~·;. ~uß! . · . • '· .· ..... 

h 1 

g · 
. 0. 

' ' 

G . 1 

.,. . .. . . 

- ~- -. . p. ' 
- · 

., Q . 
' . n':""1 . 1. 

xn+f=O . . 

Gn 

· .. . .. : .: ·.· .· 

. Fr .. ~quenz.glei~ 
.· .. ·chung( ·: 

~ ~ A~+ 1 (~) :' = . oJ! (16.1) 

.... Abb •. 2: Beids0itig freier. Drehschwinger. 
\ •. ·' 

•. 

' .· . · 

u 0 beliebig 

. .... . 

G -· 
1 

h 
n ... ~ -

' 

' ~ · . 
0 . . 
n-1. .. 

u = 0 n 

., I 

. . . . 

. Freque~zglei;.:. ; -~ 
chung:: · · ... 

13 (~) · .. = ·· ~j' .(J 6 ~ 2) 

Abb. 3: "Rechts" eingespannter Drehschwinger ~ 

' 

u - G· · · O· - . 
' . 
' . 

x0 b~liebig 
. . · ·~-1 --1-'--

j ·. Frequenzglei- .. 
chung: 

' \. 

0 . 
· . . ' n-1 · FXri~+1~(~~)---=--0~., (16.3) 

. . Abb. 4: . "Links" . eingespannter Dreh.schwinger • 

'' 

x0 belie_big 
· Frequenzglei-· .. 
_chung: . ·' 

G1 
. G , .. . 

n-1 . . Iß~.....;;c ~;;._)_· .. =-~ -o -.. 1 .· c 16. 4; 

. Abb. 5: .Beidseitig eingespannter Drehschwinger ~ · 
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·-
' 

,, . ... . . 

.I ,,. 
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b) Lös_1)_ng der ~.:r.eguenzgleichung_ - '\ 
' ' 
·i., 

. Im al~g.emeineh .:wird man die · Nullstellen lJT am s'chnells.ten durch ·. 
' "• ' -- ·- - . . 1 

· die Kombinatlorivon Hornerschema .und _Newtonscher Wurze:Lverbesse-
rung1) e~-reichen. Als NäherUngswert fü~ die (i-i-1) -te Wurzel 

kann · dabei ,. die ·voran~egangene -i-te Wurz~l benutzt werdexi·, wobei 

man ID:it 'der N~herung ti = 0 begin~t u~~ natürlich jedesma:I:· mit. 
der so gefundenen Wurzel reduziert, · seibald diese in 'der erfor.;,;, 

' - · ' I' ' , ' 

derliehen Genauigkeit vorliegt '• Die Reduktion ist b:ei . Benutzung -

des Horne~schemas sehr einfach! Durch dieses systematische Vor­
gehen ist es nicht,· wie ' z~B l bei Holzer.:..Tolle·, notwendig,' ·a_·~-~~h ­
Probiere~ die Nullstellen aufzusuch~n~ sondern ' die gute. Konver~· -- --­
genz- des Ver_fahrens führt rasch zur Gr':lndfrequenz·, von dieser 

_. wiederum zur Eigenfrequenz der · ersten bber.f3chwingun~ usw • 

. c) 'Ausschlags ....... und Momentenverlauf - · 

_Er kann mit -Hilfe der Gleichungen (11..1 ). bzw. (11 •. 2) berechnet 

werden: Die Polynome · aV ·.A'A' .· ßA. . u~d BX entn:lmmt man dem jewei- · __ _ 

ligen Rech~nschema; ·ihre. Werte f~r einen bestimmten Eigenwert t"i 
b~rechnet man zweckmässigerweise mit - dem Hornerschema. Je nach -· 
der Randbedingung -am Anfang des Elementarsystems ~rhalt mari .f-ür 

d'ie Ausschläge entweder 

uA. = x0ßA.(~i) oder uA. = u 0B A. <t"i) ( 17.1) 

bzw. für die Momente entweder · 

XA.· = x0 a.~ (~i) oder XA_ =UoAA. <1;1 ) • -._ . (17.2} 

Die einzelnen Ausschläge und Momente . ergebe.l:l sich also stets 

·- als Vielfache des freien Parameters u0- bzw. ~0 -. 

3. Verzweigte Drehschwingersysteme· 

a) Allgemeines 

Die· Abbildungen 6 bis 9 z~igen Beispiele für verzweigte Dreh­

schwingersysteme. Die ' in diesen Abbildungen durch eine dickere 

Strichstärke · hervorgehobene~ ~rehmassen .sollen Zahnräder dar- · 

stellen, die spielfrei ineinander, greifen ~er~rtige_ : Stellen 
:wollen ·wir Ver.zweigungsstellen nennen. 

. . ' ' -- :-· · ... ... · . 

. ·1) Vgl, R~ Zuhrmühi, Praktische Mathema,tik für Ingenieure und 
Physiker; S~ 42 ff., 2;, Aufl~, Berlin/Göttingen/Heidelberg 1957 
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Abb: · 6: , Verzweigtes Tirehschwingersy:stem 
m.i t einer _ V,erzweiguJ;l.gsstel~e . · 

; . ·, • J 

··, . 

Abb~ 7: Verzweigtes Tirehschwinge~~ystem · · 
· . mit zwei Ver:ZweigUn.gsstellen 

, . l J I 

. I •• II• 
' '· 

Abb~ 8: V.erzweig:tes :prehschwingersystem 
Jll.i t d~ei .Yerzweigungsste1len . _ 

, _. _·, __ -_·•1r_·_ 
I . 
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. ' --+---

-. · : ;·.-

. . . . . . 

. ' 

! 

~-·' -~---HI-.. :~~-----:...t-~· ---~--1 ; 
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.-' .. ':.::. , ·· ' · 

- ~f- ·_'I' 
I 
I 

.·.-: : .. 
·ll 

' I . ··, 
:f . ~ ~ ·. : -~ '. ; : 

' 1 

'Abb. 9: · Verzweigte~ TirelJ,schwingersystem 
mit sechs Verzweigungsstellen 

• • _f ·, : . 

' ' . 
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t­
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Bei 'unserer ;Betrachtungsweise denken wir uns jedes verzweigte · 
. . 

Drehschwingersystem in der Weise aus Element:arsystemen'. zusam­
mengesetzt, _daß . jedes Elementarsys.terrt lii ~ eine.r Verzwe'~g~gs-~ 
st~lle endet oder beginnt, wenn es nich·t' 'an · einem· Ende frei . 
oder eingesplilnnt ist, 

'.-

' Den . allgemeinsten Fall einer Verzweigungsstelle zeigt·"Abb. 10 ~ 

,· 

· r ·, 1 ·· 1 - -· - - . 

-~ 
( ' t . 

I 
:_ . . 

l I I .II T I -i 1 I 

_., ... , .. , 
' 

Abb. 10: Allgemeine Form -~iner Verzweigungsstelle 

· ·- ·Bei prinzipiellen Betrachtungen denken wir uns die Drehmassen 
' einer Verzweigungsstelle so . aufgespalten' 'wie es Abb. ( 11 ze:i.gt • 

• ' • • . . - ' ' ' - -' I ' • 

Das Yerhäl tnis, in dem die .beiden zusammengehörenden Drehmassen.:.: 
0 -- 1 ' • • . -- ~ 

teil7 dabei zueinander stehen, ist beliebig. _Bei der. numerischen 
Re.chnung wird. man stets ·die ganze Drehmasse . entweder zum linkEm 
oder rechten"Elementarsystem g~~~rig·betrachten. Ein Teil ~er- ~ ., 

. . " . ) . ' ' 

aufgespaltenen Drehmasse ist dab.ei also stets Null, 

.... 

I I · I --~ · 

: -1 t I ·1 . ---
I 

• • 
-· 

t ~I I I l ---
... 

· Ab.b • . 11 : Gedachte Aufspal tu~g: zweekmässig . 
bei prinzipiellen.Überlegungen 

\. 

Beim. Festlegen der Bezeichnungsweise · jedes Eleffi:e~tarsystems soll~ 
' ' I . -' - , 

te m~n es nach Möglichkeit. immer so einrichtE:ln•, da.a· . . alle ':Elemen-! · 
tarsysteme auf einer Sei t 'e ' einer -Veriwei~ungss.teiie ' nur -elide~- .·:· :·; 
oder nur beginnen. nies vereinfacht i-.. -a.'· aie Rechnung. Die vier 
möglichen Fälle, Wie d:i.e ei~zelnen . El'eme.nt~rsys.teme in einer 

. ' . . ' . . . - . --~. . . .. .... _, -- ~ ·, ' : . " ; ( . . . :. - ·, . -· . _'. :' ~ . . 

Verzwei-gungsstelle enden bzw. beginnen können, sollen schließ-



,. 

... .. . " .. r ~ . ~ .· 

. ' ;_ .,, ···-
lieh in AbbJ 12 veranschaulicht .werden. 
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Abb. 12: Die vier mögli.chen Fä,lle, ,wie die ßinzelnen 
· , Elementarsysteme ' in<eirier Ver.zweigungsstelle. 

- ·, end_en · bzw. beginnen können. · 
0' :' . 

• ..... . 
•· ; 

_b) .,Aufstellung der . Frequenzgleichung 

DieFrequenzgleichung verzweigter Drehschwi~gersy~:teme ,ergibt . 

sich bei unserer B~trachtungsweise im allgemeinsten Fall aus . 

_einer Reihe homogener Gleichungen, deren Anzahl gleich der An~ 
zahl der V~rzweigungss'tellen .ist. Man erhält jede dieser . Glei.:_ 

. ' . 
chungeh aus zwei ' Bedingungen, die ari · jeder 'verzweigungs~telle 
erfüllt sein müssen. ·Diese Bedingungen sind: 

. ; . 

Die Ausschlagsbedingug, welche besagt ·, da:ß · di-e von den . 
' •. . 

Zahnrädern in einer Verzweigungsstelle abgewälzten Bogen-

längen einander gleich sein' müssen; · und . .. 

die Arbeitsbe<U:nßullß, welche · besagt~ daß die Sp.mmeq der 

einer Verzweigungsstelle zugeführten Arbeiten gleich .. ,. ' ' : .·.' . 

null sein muss. ' 

._,. 

Wir wollen da's an' z~ei Be.ispielen erläutern~ ' Betrachten wir zu...; . ' 

nächst das System· ~ph Abb. ·13. Es . hat nur . eine:. •Vei'zw~i:gungsstel~ 
. . ; ~ · · . .. '' . . ' 

le. ·Auf. der linken···Sei t'e· dei: Ye.rzweiguJ;lgsstelle enden · die Ele:... 

mentarsysteme • ~~y , (k= 1, , 2 · ••• ·, N), ··~uf der · re~hte_n S~i~e . '. 

ende·n die Elementarsysteme · ·~ . (k~ 1, 2, ••• , N) ~ · A.lle Elemen­

tarsystem~ sind· am Anfang frei (x11T_,,.=x11p 1,.= 0 für alle k= 1, 2, •• ,N). 
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x011 =0I~ I~~\ J 1 ·· I@) 1. G· ' Jxof1= 0 

011 .. ~. . .. . .· . . . .: •.. ·· , . . · .. ._: · . OR 1-

X012= 0 1,9012 

10 • · ... r2 

. . • j' ~ . . x9ll2= 0 
.;..._ · QOR2 .. 
I·. ' 

I . @ .·. · .. Fr I @ 1--ill. - , :· , . -

XOLk= 0 ! I . I I . q )'; l . . • . -~ •. XO~k= 0 

· . · 90Rk .. 
' . · ' 

. . . 
. ~ I.· : ~ -.(0·N ··· 1 .. ··.-.p.·J. rNI I • @ J XOLN- 0 . . . I . . . l . 
. g • . .· . . . . . 

OLN . - . · .· . . . . gORN 

x~Rlt~ · 0 

I 

\ ' Abb • . 13: · System 1 

Es s~i' · b die iri der Verzweigungs stelle) abgewälzt'e Bogenlänge · 

urid rk der zum k;..ten .'Elementarsystem gehörige Radius des Teil~ 

kreis es des Zahnrades mit der -End-~Drehinasse ·onL'k bzw. QnRk. 

Dann lautet die Aussohlagsb.edingun~ ' · 

. . . ( 1 ) k-1 . . .. ( .1 ) k-1 
b = . - · rkunLk'= - rkunRk• 

Die Arbeitsbedingung ist 

(18.1) 

. N ... . . 

L<· ?Cn+1Lk unLk + xn+1Rk unRk ) = 0 

k=1 

mit C1s. 2) ' liefert 
' 

- ~ - · · x + x · 
\ · ' ( -1-)k-1 n+1Lk · n+1Rk = O. 
'---' . - rk 
k=;1 

Wegen x01~ = 0 gilt (vgl. (15~1))~ 

xn+1 Lk · = . uOLk An+.1 Lk 

. (18.1) . 

. (18.2) 
) . 

- (18.3) 

( 1B.4) 

und (vgl. (15.2)): . . . . ' ' I ' ' .·' ·· · ·'• _" .. ... .. ... . 

unLk = uOLk BnLk =. ( - 1 }k~1 ~· · ,.. . :. . .. ( 18. 5.) .. 
k .... ;,; . 

\ . 
. · .. 

•. . ·., ,·; . 
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Aus ( 18.5) folgt 

(18.6) 

. , ··. · (18~6) in: (18.4) _ergibt 

= (-1)k-1 b An+1Lk • 
xn+1Lk rkBnL~ 

I • (18, 7) 

Ganz anal9g folgt · 

Nach ·Einsetzen von (18.7). und 

lieh die Frequenzgleichung: 

(18.:8) in 

· .. 

7(A~+1Lk + A~+1R. kY\. I = . L rkBnLk rkBnRk: . 
k=1 

(18.8) 

(18~2) kommt schließ-

0~ . • . ... (18. 9) ·'. 

. : . ' 

I , 

Als zweites Beispiel soll ein System nach Abb.. 14 dienen. Es 

hat zwei Verzweigungsst.ellen; bi sei. die .in der erst~n Ver- · 

· zweigungsstelle, bii. die in der zweiten Verzweigungsstelle 

abgewälzte Bogenlänge. Die Bez.eichnung und . Zuordnung der ein:.. 
' zelnen Eleme~tarsysteme · (Lk) , @.· . , @. · .. und. d~r · · . 

Teilkreisradien rki' rkiT~ = 1, . 2, •••. , N) geht aus der Ab:.. 
b~ldung hervor. · 

. . 

I II 

Abb. 14: System 2 

' · i 

'. 

I . 
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Die Ausschlagsbedingungen ·für die -- beid.en Ve~zweigung~stell~n sind 
. '• . k-1 ..... ' . . k-1,' . . ' 

· bi = ( - 1) . rki unLk = ( - 1 ). rki uOMk 

. r b'rr = ( ~ 1' )k- 1 rkiiunMk · = (-1 )k- 1 rkiiun~k 
' .. .' : , ·, . ' . . 

Die Arbe·i tsb,edingungen iauteri: 
'N 

. ·2:. (xn+1Lk u~Lk .. - . xOMk ~OMk) = 'o; 
k=1 
N' 

(19.1) 

; ( 19. 2)' :. 

. . (19;3) 

'· _L' · (xn+1R~ ~nRk + xn+1Mk unMk) = 0 • . ·· · ( 19.4) 
k=1 

(.19.1) mit (19.3) und (19.2) ~i~ ()9.4). ~rgeben die Beziehungen 
• ' j • 

EN. )k-1 _L(x ·· 1Lk ( -1 r n+ . . ki . 
k=1 . 

xOMk) = o, · (19.5) 

N . 

"" ( ) k-1 1 ( + ) - 0 . L_;, - 1 .·. rkii xn+1Rk xn+1Mk - • (19.6)' . 

k=1 
' . 

Es .· kommt nU!l darauf .an, diese letzten beiden Gleichungen unter · 

Au,snutzung bekannter Beziehungen so umzuformen, daß aus ihnen 

ein hom;ge~·es Gleichungssystem ·mit den :unbekannten Bo.genlängen 

b1 . un~ b11 wird. - . Ganz ana~ zum ersten Beispiel erhält·. man. 

für die .seitlichen Sys~eme ~ bzw . .. @ .: . 
, k-1 , · A~+1Lk . . . 

xn+1 Lk · = · ( ~ 1 ) · · b I r B · ' 
ki nLk · ' · 

(19, 7) 

.. A 
, , .X . . = ( _1)k-1b · n+1Rk · 

n+1Rk . . II rkiiBnRk .· · 
(19.8) 

Die Ausdrücke für die mi ttl~re~ S;steme : @·' si~d etwas um­

fangreicher. _Es. ist, vgl. · (15~1) .und . (15.2) .: 

. xn+1Mk = xOMk ~+1Mk +·~OMk An+1Mk 
' .·~ 

und . ~k = xOMk ßnMk :t uOMk BnMk• · 

Aus (19.1) bzw. (19.2) folgi 
' . . ( ) k-1 . 1 
uOMk = -1 bi 'rki . 

und· · · . k 1 1 
unMk = (-1) :- bii rkii 

.. . ~. 

. ·· .. .. ·.C. 19. 9) 

(1.9.1o) 

(19.11) 

( .19.12) 
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Durch -Einsetzen von (19.11) u11.d (19 ; 12) in ·(19.10) 'erhält ' män , 
' ' I 

(
. · . l .· , ' . BnMk . ·) 
bi.I ". __ ir-I.-I]n-M-·1: _..; b_I_. --,.,-- . 

-~-~.. .. rki lJnMk 
(19~13) 

(19.11), (19412) und (,19.13) in (19.9) eingese,tzt, liefert: 
\ - . ·• .. 

. . 

xn+1Mk= (-1 lk-
1 G,r-;,1- An+1Mk '"' ~Mkan+1Mk+ bu r"n+'~)- · ( 19 • 14) · 
·'\ ki ' . hMk . kii . 

Mit ( 1 9 • 7 ), ( 1 9 ~ 8) , (1 9 >1 3 ) . und ( 1 9 ~ 1 4) s ow~ e. ( 1 9 i i 1 ) und · 

(19~' 1 _ 2·) . folgt aus (19.3) und (19 •. 4) schließlich das homoge:r:-e 

~le~ch~gss~ystem , _ ~- . . N . 

~ ~- . 1 · . An+1Lk . BnMk ·· b ·· ··~ 
ui ~ · -:"2 -------- + --~--- ._ I I ~ 

k=1 .. rki . BnLk . ßnMk . k=1 
J . · · . . ' 

· das man auch -lrurz ·in · der Form 

bi a1 ·1 + :bii a12 : o~,}~ ·. 
·bi a21 +~II a22 

scp.reiben kann. Die 

I . 
\·. 

Frequenzgleichung lautet dann &lso 

1a1'·1 a12 . 

ja21 , . a22_ . =. 0~ . · 
I 

(19 ~ 15) 

' ' (19 .··16) 

(19.17) 

· _ Auf . Grund des Vorangegangenen dürfte. prinzipiell ' geklärt . sein, 

· . wie man 'im allgemeinsten . Fall-vorzugehen hat und daß man die 
,\ . - \ . 

• 0 • . ' • ' ; • ' ~-

Frequenzgleichung .eines beliebigen verzweigten Drehschwin.ger-. . . . . 

. systems dabei aus einer gleich Null z;u s ·etzenden Dt?terminante : 

erhält_, deren 'Koeffizien:ten. Funk:ionen von {; sind: · 

· \ . 

. a11 la12 ·~~ a1~1 

a 21 a 2 2 • $ • • • : a.2n I 
• • • • • • • 0 ' 0 • • • • ~ ~ 

. a; 
, n1 

' . . 

. ' 
. ' ·· 

_:,- .. . 

·. ('20) 
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c) Lösung der Frequenzgleichung 

Grundsätzlich kann man,aus (20) die Frequenzgleichung ex;Plizit 
bestimmen. Aus der Determinante entsteht, allgeniein .. geschrieben, 
die rationale Funktion 

F(') = ~~~~ 
in der Z(t) · u~d N{~) PolYnome intsind. Wird 

N(t) * 0 
.vorausgesetzt, so lautet die Frequenzgleichung 

( 21.1) 

( 21. 2) 

Z(~) = 0. (21.3) 
Für das Aufsuchen der Nullstellen·gilt dann das in Abschnitt 4b) 
Gesagte: Eine Untersuchung des Falles N(t) = Jj wird in Ab-\ 
schnitt 4 .vorgenommen. - Den expliziten Weg wirci m~n bei der 
Ber:echnurtg einfacher verzweigt er 'Syst~me · oft mit Erfolg ein~ 
schlagen.: Solche einfachen Systeme treten in der Praxis ,sehr . . 

häufig auf. Sie haben nur eine, höchstens 'zwei Verzweigungs..; 
• ' . I 

stellen und bestehen aus wenigen Elementarsystemen, von denen 
. ' ' 

viele gleich aufgebaut sind. Genaue Angaben darüber, wann es 
noch sinnvoll :ist; diesen expliziten :Weg zu beschrei te:n, sind . 
jedoch unmt:iglich. 

' Im allgemeinen muß man implizit vorgehen, also im Sinne eines 
' . ' ~ 

Restwertverfahrens: Man gibt eine Reihe yont -Werten vor und be..,. 
rechnet für jeden den Wert der Determinante. Dab.ei ist es zweck­
mäßig, die. expliziten Ausdrücke .An+ 1 , Bn' o:~+ 1 , ß~ z~ benutzen,· 
weil man mit Hilfe des Hornerschemas sehr schnell und·übersicht~ 
lieh ihre Funktionswerte bestimmen kann. Wechselt der Determinan­
tenwert zwischen zwei b_enachbarten ~-Werten sein Vorzeichen,- so . 
liegt .ein Eigenwert ti da

1
zw1schen. Durch l,ineare Interpolation 

und Berecru:.ung weiterer Determinantenwerte kann der Eigenwert . · 
beliebig genau bestimmt werden. ... Wenn das verzweigte System . · 

. . . 
. nicht allzu kompliziert ist, kommt.men mit einer Tischrechen-. 

. '" 

maschine zurecht. Es können auch mehrere Hilfskräfte zugleich 
rechnen und dadurch schneller zu den Eigenwerten vordringen.' , 
Bei kompliziert'en Systemen wird· die Zuhilfenahme digitaler Re­

chenautomate~ erforderlich. Die . Ausdrücke .An+1 , Bn' ~~+ 1 , ßn 
stellt man dann zweckmässigerweise nicht mehr explizit her, son-

. I . . . 

dern läßt sie von vornherein für vorzugebende t -Werte berechnen, 
• . I 

wobei man die einfach zu programmierende Matrizenmultiplikation 
benutzt~ Auf das bekannte hierzu 'gehörende "Verfahren mit Über­
tragungsmatrizen" wird in Abschnitt 6 näher eingegangen. 
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·d) A1.lsschla-g_s- und Momentenverlauf · 

Auf ' Grund des mit (20) ~usam~enhängenden homogenen : cÜeich~gs- ' . 
/ ' -· . ' . 

systems, kann man jede der ·in de:rr ·einzelnen Ver'zweigungsstel-
. --, ..... ' ~ . . .. . 

len abgewälzt~n . Bogenlängen durch ei11e dieser Bogenlängen_aus-
drück.en:· .Für das , ve~zweigte System nach Abb • . 14 folgt aus . ' 

(19.16) für einen Eigenwert Cj_ z .. B.: . ' · 

. a11<.~i) .. 
bii= ~ bi ~12(ti) • 

. Damit ·wird für · ·dieses System 'gemäß 
. ; ' I 

(i 9 1 ) ~ u = ( ... 1) kj 1 . b . ' . ' i . . . . ' 
- • . • OLk . T .rki . BnLk(f' i) ' 

(22,2} 

· · : k.:_1 a11Cti) ·, 1 
uORk = . ( -l) bi. (t ) . B \f; ) ; 

1 , a12 i rkii nRk i · . · 
(19.2) 

( 1 9 __ • 1 ) : uOMk = ( _: 1 ) k :.....1 b I . _1_ • 
- · · rki . 

~ . . ' 

(22.4} 

Aus (1.9.13) folgt 

I • . . . • 

0 

• k 1 .· (a11 ct ·,) 1 ., 
xOMk =. ~ ( -:-1) - . oi . a (l; ~) • rkii BnMk(f01. ) + -....,.,._~r-:--'Tf. (22 • 5) 

. . . ' . . 12 1 '). 
/ . . 

Mit (22.2) bis (22,5) können somit alle Ausschläge und Momente· 
gemäß ( 11 • . 1) .und · ( 11, 2) als Vielfache von · bi berec.hnet werden. -

In ganz analoger Weise kann man Ausschlags- und Momentenver-' 
. . ' . . . ' . ' . . .· 

lauf eines beliebigen _ anderen Systems· besti:nmen. 
~ 

• ' I • . 

4 • . Sonderfälle 11ei" verzweigten' Systemen . . 

In. Abscruiitt 3c) hatten wir -die F~equen~gleichung in der Form 
/ . ' \ · .. 

(2).1) angegeben und für die weiter_en Betrac,htungen ihreri. .Nen-
~ . . : . . 

,ner N(t) verschieden von Null vo.rausgesetzt. Hier wol~en wir 

kurz auf . die Sonderfälle . eing_e.hen, die sich ·aus der Beziehurig . 

.:tf(t;:) = 0 (23) , 
. ·. ergeben können. 

,..s.L. ... \.. 
Betrachten wir .. zunächst da~ · einf.ache· System nach .Abb. 13, für 

' das si~h d'ie Frequen~gleichung (1S.9) ergabl' 'Bringt man (18.9) 
. ' 

auf 'd-ie . Form (21,1), so erhält m~n für den Nermer ein· Produkt, 

gebildet aus den Nennern der . ei~zeiiien Summanden: ... 
1 . 

= fl r~ BnLk BnRk • 
k=1 

(24.1) 

'' i 

! 
.\ 

·1 
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Der Nenner verschwindet, wenn nur 

ist • . Es sei . z:B. für d~n We~t te 
einer di~;:>er Faktoren _ny.l1: . . _, -
'· 

. . . ' 

. I ( ) ·- · BnL\1 t'e = o, . .... 
' (.24.~) 

wobei\) ein bestimmter Index von den Indizes k 7= 1, .-. 2, .'~ ~, N 

.sein soll. Dann folgt aus ( 18.5) · 
I, ~ • 

b = o, (24.3) 
d.h· • . die Zahnräder il.;: de~ Verzweigungsstelle schwingen· nicht -

• - ' I 

· wir wollen im, fo~gend·en einfach sagen: "Die Verzweigungs,stelle 

ist in Ruhe". Außerdem gilt wegen ( 18~ 1): ·-

unLk - ~ ? -~nd unRk = 0 

oder, vgl •. (18.5) :. 

~.OLk BnLk = ·_q und . UORk BnRk = ·O • 

. Nun .wollen wir annehmen 

und 

:BnLkCte) :f O, BnL~ ausgenommen 

-BnRk(t e) · :f o., 
Dann gilt wegen .(24.5): : • , 

·uoL:k. = o,.- jed·och u 01v ~-·· .6, ~~er u01~ = ·o 
und 

UORk = o·. 
A~s (18.3) erhält man, vgl. (18.4): 

~ · · - ·. '\t A + u A 
~ L..,;, , . ( _1) k-1 OLk n+1 Lk r ORk n+1 _Rk r; O 

k=1 . k . .. . . . . . 
. . ,, 

. ' ·(24.4) 

' . 
(24~5) . 

(24.6) 

(24.7) 

(24~8) 

(24.9) . 

.(24.10) 

Weg~n (24.8) und (24.9) kommt schlie,ßlich damit die Bedingung 

(24.11) . uOLv = 0 • · 

... Keines d~r Elementa'r.systeme @ b-~w. _ @ kann also· auf 
Grund der Vorauss'etzungen ( 24· •. 6} und: ( 24 •. 7) -schwingen, 

Nimmt man jedoch an 
- ~ 

, BnLk(te) = BnRk 0; e ·) = . 0, k = 1 , ~ ' ... , N (24.12) 
. : . 

darin· ist wegen (24.5) ·vgl •. : (24 .. B) 

und 

I 

UOLk · = O oder · uOLk* 0 
. . , 

uORk = 0 . oder · uORk =f:. 0 

' 
(24. 1,3) . 

\· ;\ ' 
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., 

und ma.n erkennt aus ( 2'4. 10) 1 dass eindeutige ' AllSPllgon . über die 

u01k ·unq uORk nicht mehr möglich: sir:~~ , D~~.:lfoLk·-:~nd , u0nk mü~..:.. 
sen lcidi'glich die Bedingung. (24 .. 10) erfüllen; . man kann daher 

' ... · - . . . 
· alle. bis auf eine dieser ·Größen beliebig wählen. :Die Drehmas~ 

. · sen des verzweigten · syste~~. nach .Abb. 13 k.ö~en als~, (24.12) ·, 

vorausgesetzt, .Schwingungen mit der dem ,Eige·n~ert 't e , zug,eh8~ 
rigen .Eigenfrequenz aus'führen, obwohl die Verzweigungsstelle · . . . ' . ' . 
in Ruhe ist. 

. \. '' ' .· 

Auf Grund des Vorangegangenen 

den .Fall näher einzugehen, für 

dürfte . 'es sich , erübrige:n~ · auf 
den (~4 ~ 12) nicht .tür alle k 

· erfüllt ist. 

Für die praktische Rechnung ist es natürli.ch wich:t;ig . ~u wis­

sen, w~lche der Polynome Bn-~k und BnRk gemeinsame Nullstellen ·: . 
haben. Diese. Untersuchungen sind .nur dann besonders . einfach,' . . 

wenn' alle Po~ynome · vom gleichen Gra'de . s:i,.nd (Koeffizienten- · 

vergleich!). Im lAUgünstigsten Falle müssen die- . Nullstellen 

einzeln berechnet werden. 

' 
Da · die Nullstellen des Nennerpolynoms N(~) u ~ U. 'Eigenwerte . 
des· untersuchten Systems sind, ·. wollen wir alle · Gielichungen, 

' . ' 

" die aus ( 23) hervorgehen köm~en," als Nebenfrequenzgleichungen 
. bezeichnen, !hre ans'chauliche Bedeutung liegt, wie im > bi,she·­

· rigen· angedeutet, : darin, dass sie diejenigen Eigenfrequenzen 

· eines solchen verzweigten Systems liefern,in ~ dem eine oder. 
~ ... 

mehrere Verzweigungsstellen in Ruhe sein können. 
~\ . ' ! . . 

Die einfachs.ten Nebenfrequenzgleichungen sind von der .Art · 

B .. = 0 ~ · ß = 0, o: · 1· = 0 (25) . · n n n+ 
, I 

Man vergleiche hierzu die Abbildungen 3 bis 5! -Bei der 
• ' I . 

·. Unte:rsuchung .des Systems nach Abb. 13 . entstanden Nebenfre.-

quenzgleichung€m der . Art Bn = 0. , Bei ·. einer Untersuchung des · 

Systems na6h Abb. 14 ergeberi sich für den Fall br '= o, b11 . = 0 

die Nebenfrequenzgleichungen 

BnLk = O, 



) , 

' \ 

- · 20 - . 

für den Fall bi = 0, bii = 0 (vg1·~ · (19.15)) die Nebenfrequenz-

gleichungen ·. . N . . _ ) _ .. , 
A . a: . . I •• 

B . . . 0 . ~ 1 · ( n+ 1 Rk . + n +1 Mk _ 0 . , · · ·( 2 6 2 ) nLk == . '· ' .Lj ~ B . ß · . · -:- .·· ' • 
-. . . . . k=1 rkii nRk . . n.Mk . . . . 

' . 

und für den Fall b:[= 0, bi.I = 0 die ' Nebenfrequenzgleichungen 

L~· ·(A . B . .)· .· ., 
B · · ~ O 1 . · n+1Lk + ~- = O 

nRk ·. · ' ~- B ·ß · . 
. k=1 rki , nLk nMk 

(26.3) 

Man erke~nt ,. daß die Bestimmung sämtlicher Ei.genfrequerizen 
• , r ' ' ' ' I' 

eines verzweigten Drehschwingersystems im allgemein·en sehr 'um-

. fangreich ist ·. Erhebliche Vereinfachungen ergeben . sich nur, 
. . . . • l · . • 

. wenn n~hezu alle Elementarsyst~me gleich aufgebaut sind~' Es 

ist im Rahmen dieser Arbeit nicht möglich, 

hei t ·en einzugehen. · 
., 

5. Zahlenbeispiele 

auf weitere' · Einzel~ 

Ein Zahlenbeispiel für unverzweigte Drehschwingersys;teme fin..; 
' . . 

det man in . der in der · Zusammenfassung zitierten Arbeit ·des .Ver-

i 

fass~rs. Wir. beginnen . ~i t eine~ einfachen Beispiel für ein ·ver.:.. . 
I ·. ' . . - . ' • • . . : ' . . 

zweigtes System von ' dem Typ, der in Abb. 13 veranschaulicht 
·' ist: 

··· Beispiel 1 : 

XOL1= 

,. ·. . . ··. '1[., ~ J · . ,, , • 

;! . · .· @ . r 1= r · ~ · .· @) · ·. · · 
o . I~Tr,j:~-~ h',.;;:'"D.s~~ xon.,= 0 

~~~ = 1 9111= O,B fiQ1R1= O . - ~~ 
1 

.· · 

x0L2:L: . ~h[~~i r2= r . ,I QOR1= 2 . 

l~6L2= 1 l91L2~ 0,2 

Abb. 15: Beispiel 1 

., 

( 
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Die :·Anwendung des A, :B-Rechenscbemas liefert · - . · · · · 

f#. das El~nientarsyst~m @ .. t .. Für 'das Elementarsystem @ : 
~OL1:= · 1 GOL2= . 1 . ' 
91L1= 0, 8 h1L1= 91i2= o; 2 hiL2= 

' 1 ' 8 . 1 ' 1 ' 2, 0 ' 5 . 

A:n~ 1 L~ .=di:2L1 = p(-qst + 1 9 8) 

:BnLf . . -~ :B1L1=·· - .t + _·1 . . 

An+1 L2= A2L2::: P ( -O' 1 t' · + 1 '· 2 ) 

:Bli~·2 \ = :B1L2= -o, 5t" + ' 1 

Für das Elementarsystem. @ r. s 

' ' 

An+1R1= A2R1=P• 2 : 
00R1= 2 

91R1~ O 

l ' 2 
BnR 1 = B 1 R 1= "':" t . + 1 ' • 

I 

Die Frequenzgleichung lautet also gemäß (18 .• 9) ( ·. · 
- . 

p(-028~ + . '1,~} + p(-~,1t + 1~2) ~ - ... p.2 - = o, 
r (-t +' 1) r (-0,5? +1) r2 (-~ + 1) 

L " .,;0,8~ + 3,8 ~ -g% H: +. 1 ,2:. =· o, · 
? ":'"~ + 1 . .- ' 5 ~ + 1 

<- 2 ' . ' 
L • 0 z 5c. · - 4 0 t 4: 5; J o. ? ( :-t. + 1 ) t --0, 51: -+:. 1 ) = 

Wird der Nenner (vgl. (21 ~ 2) ). v~;n Null verschieden vorausgesetzt, 

so ergeben sich die Eigenwerte 
~ . *~ 

. ' I, o= 0 l wegen p = .c ~' ' : 

·. ~ 1 '= 4 . -:-. lf6'. ·· )- aus ~er <iu.ad:r;atischen Gleichung 

· t 2= 4 + Y~ J · o, 5t - 4,ot + 5 t O = o. 
. . 

. - ~ Aus der Bedingung N(t) - · o· (s.Ab-schn.4) fo_lgenden die Neben-
. \ . : .. ' 

frequenzgleichungen 

· - f; + 1 = i) und . -0, 5 t + 1 = 0 

mit deri Nullste~lcn t= 1 und t = 2. Der W:ert t = . 2 ist kein 

Eigenwert' weil BnL1 c~ = 2) :f. o, .-. BnR1 Ct = 2) + o, demzufolge 

uC·L1= u0R1= o· und daher . (wegen '(2~:10)) auch u0L2= 0, alle Dreh-
. massen also in Ruhe sind. - Hingegen· ist f; = 1 ein ·Eigenwert: 

Wegen · :B,nL2 (~= 1) =f. 0 1 ist . :u0L2= 0; mit (24,.10) fol~gt somit . 

. uOL1 An~1 L1 ( t =· _1) : uOR1 An~1 R1 (t =. 1 ( .. · . 
_---:---~r---:----· ·. - . ,r .- .. = · ot_ . 
~OL1 p(-0,8 + 1,8) + u 0 R1 p•2 = O, 

• . ' . . 
: . ~· . ~ 

uOLi un,d u0R1 können wegen BnLl(~=1 ) = BnR1 Ct=1) = 0 verschie­
den' von Null sein .. 



22 

Die Ausschlagsampli tüde u 011 der Drehmasse G011. · bei .. eirl:er Eige~- - . 

schwing11ng :mit dem ·Eigenwert ~1 = 4 ... {6' erhält man _ mit_ (18~ :6). zu 

' 1 ' . 1' . . 1 . ' ' 3~ 1!6' . 
, u011= .b r:Sn

1
·
1 

= b r(-t; 1 ~1) = b r~-3+{6 1 ) ·=- -3r . ·~ . ,:.· 

. Das I\~~ment in: dem Wellenstück .. ill.i .t der Torsionsnachgiebigkeit hf11 
ergibt ,sich somit bei der · gleichen E~genschwingung zu · ·. < 

x1L1 = ' uOL1 ~1~~ .. = ·u011 P = .-
33~ b h(4_:~ ·= .:_ ~;~b~ 

· Die Ermittlung der Ausschläge und lVIo'inente bei ,den einz~lnen 
Eigenschwingungen dürfte damit hinreic~end geklärt ._ seih. 

~-~.Piel__g_ ·: .1\ 

~ ' ' 

II fL1\ r1r=r~ , . ~lr1II~r . tRr\' '.·· . :• ·v '! II 111 v t· 
!'"'h·j~;·;·T---1 - , ·t hj-~-;;=1~-,..~· . 
l! 9011=· 1 ~_?111= o,5 . . ~. 9in1= o,5 . .''Gcm1::= 1 

l.l::~:,.3.~~-~-:~II- -
~ h~ M2= 0' 5- ~ h2M2= 0' 5 i 

1
:, . l! G1M2= 2 - ~ 

· G1 - 4 ~ G' - 4 

~ . rri-r3I;~r 10M2- . ' r !:::= r fji3\ 
~ ~ t I j' v:::J 
~'""'"-'""'><-~="-'"''""''""~- ,, ' 1--L' "------'.! 

~ h1 13= 1 
I ; ' I h1R3= 1 

I 
90L3= 1 ' . 9 jL3= o,s I 1 91R3= o, 5 1 .4lQR3=· ,1, 

~1 ~ ., 

I II 

' Abb~ · t6 :Beispiel 2 

Es handelt sich um ein ve':t;'zweigtes System von dem in Abb. 14 

dargestellten Typ •. Die Anwendung des A,B-Rechenschemas liefert 

.für die _ E~ementars~ste~e. @. :' . @ , .@ . ~d @) :, · 
' - ·. . . 

9' = 1 · .. ---- . .. ·· > : 

0 . ' -----91 = 0,5' . h1 = 1 _·---~-
1 ' 5 ' 1 : I : OT5-~·I 

,··, 

... 

I .1 
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I , 

. ' 

A - 1 L1. :: A 1 L3 = A 1 R. -1- . = A, 1 R3 . = · P (- O' 5 t + 1 '5) n+ - n+ - -- n+ n+ . . 
. B'nL1' = BnL3 . = BnR1 =· BnR.3 = ~t + L . 

@ werden ·:das A, B.;... und das cx_, ß~Rec_hen-Für das Elementarsystem 
' ' 

'schem~ benBtigt: -

Ql 
0 = 4 

9'1 = .2 hj 
6 

Ql 
2 - - 4 

10 

Damit kann entsprechend ( 19 ... 15) das homogener Glei·churigssystem · .. 

·b (~(20, 5t -i-1 1 5) + . 2~ 2-sf+L )' ·_ , b _L . . J = · O. 
I _· r C-t +1) . · -4r2h*(-0,5~ +,1) _·. II 4r2 -h7<(-0~5t+1) ' 
. . . . ·' 

bi ···~ · -(p(s~2-2 __ 4t+10) - 2?;
2

- 5t+1 (2t2-5t+1 )) . . __ · .. · 
4r . · · · -h * ( -0, 5~ + 1 ) · · · · . , 

·· · , + ~>r 't 2p(:...o; 51; +1, ~n + g~2'-st+1 \ =O 
· I\ r 2 (-?;+1) · · __ -4r2h 7':_(.-.0-,5t+1) [ 

aufgest~llt werden. 
•/ ' 

Nach kurzer Rechnung folgt: 
3 2 . . 

b 4t -17t +18t-1 b 1 . 0 
. . I --ct-_1) (2f-:-4) : ~ II ~ , = ' -

\ . , , - b 41;3-17~2+18~-1 
I 2~-4 . +. II {t;-1)"("2~-4J. = O. . .~ . 

Die Fr.equenzgleichung ergibt sich damit · zu 

= ·0. 
. ' 

Unter. Verwendung der Beziehung, ·a 2- ·b 2 · =· (a+b) (a-b) vvird daraus: 
. 3 .· 2 ' '. ' ·. 3 .. 2 ' ' ' . . . ,• ', . 

4t -17t; +17l; 4'1; -1 .7t ;-1~...;.2 . ' 
ct-n~~-*rr -~.:.."TTr2t=~ = · o, 

1 ." , 

~(4t_~-1_ltt.1J).{t;~~?Ji4t 2-9!;+1) _, = 0 :~ 

(~-1) 2 
( 2~.;.4)'2 
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' • ': ' ' - ' ' I • ' · , 1 

Wird der Ne;nner verschieden von Null ,vorausgesetzt, .so · erhält. 

man .die Eigenwerte derjenigen Eigenschwingungen; beid~nen die 
Zahnräder beider Verzweigungestelien .schwingen: . . 

. to ~ o ·. , ! · , . .• 

' ~- 9 .. . 1 ;-:::-::, } 
' "'1 =e-s~:_ 
~ t = ~- + 1_V65' . 2 8 8 . 

. . . 17 1·' t ~ - ·. ·' .·. ·-111-17 ·_ . . · 
~.,3-s--8 · v · 
f- .· 17· 1 . 
~4 := g-+ 8 )~j 

aus der quadratischen GleichUng 

4t2 - ·17t + 11 = o • . 
f • ' . •• 

aus der quadratischen Gleichung 
2 . 

4l;; - 9 t" + 1 = 0. 
' 

·' 

Die Ermittlung des Ausschlags- und Momentenverlaufs lcann an : Hand 
' .. 

des Apschnitts ,3d) erfolgen. Eine Untersuchung der Nebenfre~. 

quenzgleichungen (vgl, Abschno4) ergibt, daß lediglich · Eige~..:. · 
. . . - . . ' . ' \ . 

· schwingungen mit dem. Eigenw~rt t = 1 möglich sind, Dabe·i · ist 

stets bi ' = 'bii = o,_ uOL1= uOL}' uOR1·= uOR3 und uOM2= ·xOM2= o. 
\: 

an lind. 

kennzeichnen die übe:rnommerten ·Formeln durch· 11 Klotter ( ~- •• ) ''. 

Beispielsweise erhält man Ausschlag und Drehmoment unmittel~ar 
. rechts hinter der. viert-en Drehmasse eines Elementarsystems . nach' 

Klotter (7 .21/21b) und (7 .22/2) ~us dem Zustari.dsyektor. lß'~= -

. %~ = iX3iit~U~f'o~6 • = [h~~!l· (27.1) . 

--r -r -r ·· .. :~. · · tX 3 , Ut2 und Ut.r sind Ubertragungsma~rizen; . die tiefgestel~ ten . 
Indizes 1, 2, 3 weisen auf die Tndiz.es der Drehmassen Q1 , Q2 
und .g

3 
hin, das hochgesteli te :r· ·soll andeuten, akss ' der Zu- . 

stand (Ausschlag und ·. Drehmoment) unmittelbar . rechts : hinter der 
. Drehln-~sse G1 , g2 .bzw~ .Q3 bei der Multiplikation llübert~agen•.'. 

· wird; der Querstrich soll darauf hinweisen, d~ss die Elemente 
l . ! . • 

der Ivratrizen dimensionslos sind -:· .die . für die Einführung dieser 

dimensionslosen Elementf' erforderli-chen Maßnahmen sind in dem 
' ,. 

zitierten Buch von K. KlottC:r und in dieser Arbel,- t d:i.e gleichen;· 

auch die Bezeichnungsweise stimmt überein. ~ Ailgemein ' ist mit; 

1lrt~ Klotter, Tech~i-sch; :-S;h;;_·~;~~~-leh~; Bd. 2, · s. 417 . ff~, 
2. Aufl., Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960 • .. . 

' . I ' 

·.r 
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-Klo·bter (7 .. 21/20), vgl. ·(8) und (9): 

1 
~-r 

lX~ -
GA ·t-, I G* 

L 

1 

. ' 1\. ..... *· h . 

L GA. hx 
- <...* * G h 

= r1 - h~ ·J 
-:. l;G~h{. · 

(27.2) 
IG~ 1 
L 

( >... 
-

1 ' 2, n) = . . . ' 
fo ist die zu G0 gehörige Punktmatrix. l\ilit Klotter (7~21/11) 
ist 

(27.3) 

· 1J~ ·ist ~er Zustandsvektor unmittelbar links vor der Drehmas_s~ G0 ~ 

· · Es ist im allgemeinen Fall 

.~1 . _·[uoo_ 
~'0 = ho* ll. . = ·_[o1 

xo_ 
o l f~ol 
h~l~x · J - oj 

(27.4) 

Aüf Grund dieser Angaben können alle Ausschläge und Momente· 

berech·'J.et werden. Ausschlag und i;Ioment am Ende eines Elementar-. 

sistems ergeben ~{eh aus dem Zustandsvektor ·. 

= 

r Bn 
= · 'h*A . L . ~+1 (27.6) 

.Damit is:t geklärt, wie man die Werte An+1 ·, <tn+1 , ,Bn mu.d ß~ u:d,OO:nit 

x
11

+1 t;tnd un mit Hilfe der Matrizenmultiplikation best~mmen kann. 
Der Zusawnenhang_mit den vorangegangenen Abschnitten ist da­

dl.lrch hergestellt. Man wird, wie in Absch.Yli tt ;?c) bereits er­
~vähnt, 'die Verfahren mit Übertragungsmatrizen vor · ~llem, dann 

her·~nziehen, wenn .die Rechnung von digitalen Rechenautömaten · 

durchge!ührt werden soll •. 

I . 
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7. Vorteil'e gegenüber anßeren ·Methoden; abschließende Bemerkungen •. ---- . 

·Eine' ZÜsamm.enfas,s'u:ng. und einen Vergleich· ~ller wes~ntlichen Ver-
·• I • · . , .' . ' 

faJ:1..r'eri, die . zur Berechnung ·der Eigenschwingungen uriverzweigter 

Dreh~chw~~gersysteme ' entwickelt wurden,. findet man ' iri ·einem Berich 
· · vo~ K.o ·Klötte1J). Unter Bezugnahme auf . diesen Bericht vrurden · die . 

Vorteile der hier beschriebenen· Methoden zur Ber~chnung unver- · 
Z\'veigter Drehschwingersystem~ ber~its in der in der Zusammenfas~ 
sung zi tierterr Arbeit des Ve:r:fassers beschrieben·. Der Hauptvor~ 
tei,l besteht darin,' da~s man die Frequenzgl-eichung sehr -schnell·. 

und übersichtlich aufstellen kann •. 

< - • , • .• I 

Verfar..ren 1 zur Berechnung der Eigenschwingungen :verzweigter Dreh..:.. .. 
I I 

schwingersysteme ,sind vor allemvon R. Grammel und S~ Fe.lk \ent-
wickelt worderi. Die hier beschriebenen Methoden haben gegenüber 
denen .von R, Grammel2 ) · .den .Vorteil, ·dass ihre Anv1endbarkeit nicht 

vor{., einem·· speziellen Aufbau der Drehschwingersysteme a~h.ängt. 
Einem ersten von s; · Falk3 ) . entwickelten Verfahren, . bei dem . jedes 

verz.we:igte System· auf ein oder mehrere unverzweigte Sy~teme "abge-
1, . ' ' . . ' ' ' . . ' ' . . . . 

bildet wird, dürf~en sie hinsichtlich Reöhena~fwand und Uber-
sichtlichkei t übe.rlegen sein. :pein .. zweiten von s~ Falk4) angege­
be-ne~ Verfahr.en, .bei d~m Übertra.gungsmatrize:h vervreridet ·.werden 

(vgl: Absch!i~ ·6), .. ist das hier be.schriebene · vorgehen _dann rech ... 

nerisch und zeitlich überlegen, wenn die :wrequenzgleichung expli­

zit aufgestellt wer~en soll; auch dann, wenn dieses Verfahren 
zur Herstellung von Restwertenangewandt'wird und man _dabei Tisch­
rech~nniaschinen ,benutzt .(vgl. Abschn. 3c) .. Ben~tzt man digitale . 

Rechenautomaten, so ·sind ~;Le Verfahren mit ÜbertragUngsmatrizen -
wegen der · guten Programm~erungsmöglichkei tei1- zweif·ellos . die 

geeignetsten. Der prinzipielle Gedankengang des in.Abschn. 3b) 
' I I . I -· . . • 

geschilderten Vergehens - Aufstellung eines homogenen G~eichungs-
systems' .mit den in dini V~rzweigungsstellen abge~älzten Bogenlän-. . , ' ' ' . . . . . 

gen als ' Unbekannten - ist a~ch danri vor~e~lhaft'; yveil er ohne ·.· 
weiteres auf Systeme mit belie~ig .vielen Verzweigungss~ellen e;tn­
hei tlich und übersichtlich anwendba:z: ist· .und die Untersl;tchung der 
irrAbschnitt 4 behandelten Sonderfälle erleichtert- s. Falk und : 

,• I 

·x-, Klotter b~handelit bei den ziti~rten Verfahren mit Übertragungs-. . \ . . 

matrizennur Systeme mit einer Verzweigungsstelle. 
--------·~---· -------·· ./'-· 

1) K. Klotter, Ing.-Arch~ 17 (1949) s .. 1 . · 
2) C.B .. Biezeno u.R .. Grammel, Technische Dynamik, 

2, , Aufl., Berlin/Göttingen/Heidelberg (1953). 
3) s. Falk, Ing.-Arch.23 (1955) S. 314 

/ 4-) ' S. Falk, YDI-Berichte .Bd. 30 · (1958) S, 65 . 
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Bd,2, S.378 ff., 
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